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第一章 Sobolev函数

1.1 定义与基本性质

在本节中，设 U ⊂ Rn为一个开集.

定义 1.1.弱导数

♣

设 f ∈ L1
loc(U)为 U 上的局部可积函数，1 ≤ i ≤ n，称 gi ∈ L1

loc(U)为 f 在 U 上

关于 xi的弱导数，若对任意的 φ ∈ C1
c (U)，有∫

U
f
∂φ

∂xi
dx = −

∫
U
giφdx. (1.1)

此时，记 gi :=
∂f
∂xi

,并记 Df := ( ∂f
∂x1

, . . . , ∂f
∂xn

)为 f 的梯度向量.

定义 1.2. Sobolev空间

♣

设 1 ≤ p ≤ ∞.

(i) 称 f ∈ W 1,p(U)，若 f ∈ Lp(U)且对任意 1 ≤ i ≤ n,其弱导数 gi ∈ Lp(U);

(ii) 称 f ∈ W 1,p
loc (U)，若对任意 V ⊂⊂ U ,有 f ∈ W 1,p(V );

(iii) 称 f 为一个 Sobolev函数，若存在 1 ≤ p ≤ ∞,使得 f ∈ W 1,p
loc (U).

(iv) 对任意 f ∈ W 1,p(U),定义其范数如下

∥f∥W 1,p(U) :=


[∫

U
|f(x)|p + |Df(x)|p dx

] 1
p

, 1 ≤ p < ∞,

sup
x∈U

[|f(x)|+ |Df(x)|] , p = ∞.

注设 f 为一个 Sobolev函数，由定义知存在 p ∈ [1,∞)使得，f ∈ W 1,p
loc (U),从而对任意

V ⊂⊂ U , f ∈ W 1,p(V )，且 f 在 V 上存在弱导数 ∂
∂xj

f，其中 j ∈ {1, . . . , n}. 因此对任

意 φ ∈ C1
c (U),由于 suppφ紧，知存在开集 V ⊂⊂ U 满足 suppφ ⊂ V ,故根据弱导数定

义(1.1)， ∫
U
f
∂φ

∂xi
dx = −

∫
U
giφdx. (1.2)

这说明，上述分部积分公式对任意的 Sobolev函数都成立。

定义 1.3.收敛

♣

设 {fk}j∈N与 f 为 Sobolev函数.

(i) 称 fk → f in W 1,p(U),若当 k → ∞时，

∥fk − f∥W 1,p(U) → 0;

(ii) 称 fk → f in W 1,p
loc (U),若对任意的 V ⊂⊂ U ,有当 k → ∞时，

∥fk − f∥W 1,p(V ) → 0.



1.1 定义与基本性质

定义 1.4.磨光

♣

设 U 为 Rn中一个开集.

(i) 对任意 ϵ > 0,令 Uϵ := {x ∈ U : dist(x, ∂U) > ϵ}.

(ii) 令 η : Rn → R定义如下

η(x) :=

C exp
(

1
|x|2−1

)
, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1,

其中常数 C > 0满足
∫
Rn η(x) dx = 1. 对任意 ϵ > 0,定义

ηϵ(x) :=
1

ϵn
η
(x
ϵ

)
.

(iii) 对任意 f ∈ L1
loc(U)及 x ∈ Uϵ,定义

f ϵ(x) := ηϵ ∗ f(x) =
∫
U
ηϵ(x− y)f(y) dy. (1.3)

定理 1.1.磨光逼近

♡

设 U 为 Rn中的一个开集，η为一个磨光子，f ∈ L1
loc(U). 则如下结论成立.

(i) 对任意 ϵ > 0, f ϵ ∈ C∞(Uϵ);

(ii) 若 f ∈ C(U)，则当 ϵ → 0时，f ϵ → f ,在 U 中任意紧子集上一致收敛;

(iii) 若 f ∈ Lp
loc(U),其中 p ∈ [1, ∞),则当 ϵ → 0时，f ϵ → f in Lp

loc(U).

(iv) 若 x ∈ U 为 f 的 Lebesgue点，则当 ϵ → 0时，f ϵ(x) → f(x),点态收敛.特别

地，f ϵ → f ,在 Lebesgue测度 Ln下几乎处处收敛;

(v) 若 f ∈ W 1,p
loc (U),其中 p ∈ [1, ∞],则对任意 ϵ > 0和 j ∈ {1, . . . , n},有

∂f ϵ

∂xj
= ηϵ ∗

∂f

∂xj

在 Uϵ上点态成立;

(vi) 若 f ∈ W 1,p
loc (U),其中 p ∈ [1, ∞),则当 ϵ → 0时，f ϵ → f in W 1,p

loc (U).

证明 Step1: (i)的证明. 固定 x ∈ Uϵ, j ∈ {1, . . . , n}. 令 ej = {0, . . . , 1, . . . , 0}为单位向
量.由 Uϵ为开集知，当 h > 0充分小时，x+ hej ∈ Uϵ.

考虑差商，由磨光的定义(1.3)知
f ϵ(x+ hej)− f ϵ(x)

h
=

1

h

[∫
U
ηϵ(x+ hej − y)f(y) dy −

∫
U
ηϵ(x− y)f(y) dy

]
=

1

ϵn

∫
U

1

h

[
η

(
x+ hej − y

ϵ

)
− η

(
x− y

ϵ

)]
f(y) dy.

注意到

lim
h→0

1

h

[
η

(
x+ hej − y

ϵ

)
− η

(
x− y

ϵ

)]
=

1

ϵ

∂η

∂xj

(
x− y

ϵ

)
= ϵn

∂ηϵ
∂xj

(x− y) ,

以及对任意 h > 0充分小，∣∣∣∣1h
[
η

(
x+ hej − y

ϵ

)
− η

(
x− y

ϵ

)]
f(y)

∣∣∣∣ ≤ 1

ϵ
∥Dη∥L∞(U) |f(y)| ∈ L1

loc(U).
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1.1 定义与基本性质

因此，由控制收敛定理知，

∂f ϵ

∂xj
(x) = lim

h→0

f ϵ(x+ hej)− f ϵ(x)

h
=

∫
U

∂ηϵ
∂xi

(x− y)f(y) dy.

这说明 f ϵ ∈ C1(Uϵ).类似可证明 f ϵ的其它阶导数也存在，从而 f ϵ ∈ C∞(Uϵ).

Step 2: (ii) 的证明. 设 f ∈ C1(U). 任取 U 的紧子集 V，知存在开集 W 满足

V ⊂ W ⊂⊂ U ,从而 f 在W 上一致连续. 因此对任意 x ∈ V ,利用变量替换公式知

f ϵ(x) =
1

ϵn

∫
B(x,ϵ)

η

(
x− y

ϵ

)
f(y) dy =

∫
B(0,1)

η(z)f(x− ϵz) dz. (1.4)

由此及
∫
B(0,1) η(z) dz = 1知

|f ϵ(x)− f(x)| ≤
∫
B(0,1)

η(z) |f(x− ϵz)− f(x)| dx.

当 ϵ充分小时, x, x− ϵz ∈ W ,由此及 f 在W 上一致连续知 f ϵ → f 在 V 上一致收敛.

Step 3: (iii)的证明. 设 f ∈ Lp
loc(U),则对任意 V ⊂⊂ W ⊂⊂ U , x ∈ V 以及 ϵ > 0充

分小,对 1 ≤ p < ∞分两种情况.

情形 1: 当 1 < p < ∞时. 此时对任意 x ∈ V ,由(1.4)，知

|f ϵ(x)| ≤
∫
B(0,1)

η1−1/p(z)η1/p(z) |f(x− ϵz)| dz

≤

(∫
B(0,1)

η(z) dz

)1/p′ (∫
B(0,1)

η(z) |f(x− ϵz)|p dz

)1/p

=

(∫
B(0,1)

η(z) |f(x− ϵz)|p dz

)1/p

.

因此,由于当 ϵ > 0充分小时, x− ϵz ∈ W ,可知

∥f ϵ∥pLp(V ) ≤
∫
V

[∫
B(0,1)

η(z) |f(x− ϵz)|p dz

]
dx (1.5)

=

∫
B(0,1)

η(z)

[∫
V
|f(x− ϵz)|p dx

]
dz

≤
∫
W

|f(y)|p dy.

现对任意 δ > 0充分小,由于 f ∈ Lp(W ),知存在 g ∈ C(W ),使得

∥f − g∥Lp(W ) < δ.

由此及(1.5)知 ∥f ϵ − gϵ∥ < δ. 从而

∥f ϵ − f∥Lp(V ) ≤ ∥f ϵ − gϵ∥Lp(V ) + ∥gϵ − g∥Lp(V ) + ∥g − f∥Lp(V ) ≤ δ.

这说明 f ϵ → f in Lp
loc(U).

情形 2: p=1的情形类似，细节略去。

Step 4: (iv)的证明. 设 f ∈ L1
loc(U)且 x ∈ U 为 f 的一个 Lebesgue点，易知

|f ϵ(x)− f(x)| ≤ 1

ϵn

∫
B(x,ϵ)

η

(
x− y

ϵ

)
|f(x)− f(y)| dy

≤ C ∥η∥L∞
1

|B|

∫
B(x,ϵ)

|f(y)− f(x)| dy.
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1.1 定义与基本性质

由于 x为 Lebesgue点知，最后一项随着 ϵ → 0而趋于 0. 从而 f ϵ(x) → f(x),点态收敛.

Step 5: (v)的证明. 设 f ∈ W 1,p
loc (U)，1 ≤ p ≤ ∞，知对任意 j ∈ {1, . . . , n}, f 存在弱

导数 ∂f
∂xj

. 利用弱导数的定义知对任意 ϵ > 0与 x ∈ Uϵ，

∂f ϵ

∂xj
(x) =

∫
U

∂ηϵ
∂xj

(x− y)f(y) dy

= −
∫
U

∂ηϵ
∂yj

(x− y)f(y) dy

=

∫
U
ηϵ(x− y)

∂f

∂yj
(y) dy

= ηϵ ∗
∂f

∂xj
(x).

Step 6: (vi)的证明. (vi)可由 (v)与 (iii)联立证明.

定理 1.2.光滑函数的局部逼近

♡

设 U ⊂ Rn 为一个开集, f ∈ W 1,p(U), (1 ≤ p < ∞). 则存在函数列 {fk}k∈N ⊂
W 1,p(U) ∩ C∞(U)使得

fk → f in W 1,p(U).

证明 Step 1: 环形分解. 固定 ϵ > 0,定义 U0 : ∅且对任意 k ∈ N,定义

Uk := {x ∈ U : dist(x, ∂U) >
1

k
} ∩B(0, k).

令 Vk := Uk+1 \ Uk−1. 取 {ξk}k∈N为光滑函数列满足如下条件:

a. 对任意 k ∈ N，ξk ∈ C∞
c (Vk)且 0 ≤ ξk ≤ 1;

b.
∑

k∈N ξk ≡ 1 on U .

由此可得对任意 k ∈ N, fξk ∈ W 1,p(U) 且 supp (fξk) ⊂ Vk. 因此, 应用磨光逼近定

理1.1(vi)，知对任意 ϵ > 0，存在 ϵk > 0充分小，使得

supp (ηϵk ∗ (fξk)) ⊂ Vk;

∥ηϵk ∗ (fξk)− fξk∥Lp(U) <
ϵ
2k

;

∥ηϵk ∗D(fξk)−D(fξk)∥Lp(U) <
ϵ
2k

;

f =
∞∑
k=1

fξk.

Step 2: 磨光逼近. 对任意 ϵ > 0充分小，令

fϵ :=

∞∑
k=1

ηϵk ∗ (fξk) .

对任意 x ∈ U , 由存在 x 的邻域 Ux，使得上述求和在 Ux 上只有有限项非零, 因此 fϵ ∈
C∞(U) ∩W 1,p(U).

另一方面,考虑

∥fϵ − f∥Lp(U) + ∥D(fϵ − f)∥Lp(U)

≤
∞∑
k=1

[
∥ηϵk ∗ (fξk)− (fξk)∥Lp(U) + ∥ηϵk ∗D(fξk)−D(fξk)∥Lp(U)

]
< ϵ.

这说明 fϵk → f in W 1,p(U).
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1.1 定义与基本性质

定义 1.5. Lipschitz边界

♣

设 U ⊂ Rn为一个开集, ∂U 为其边界. 称 ∂U 是 Lipschitz的，若对任意 x ∈ ∂U ,存

在 r > 0与一个 Lipschitz映射 γ : Rn−1 → R使得 (在相差一个旋转和坐标重排下)，

U ∩Q(x, r) = {y ∈ Rn : γ(y1, . . . , yn−1 < yn)} ∩Q(x, r),

其中 Q(x, r) := {y ∈ Rn : |yj − xj | < r, j = 1, . . . , n}为一个中心在 x，边长为 2r

的方体.

定理 1.3.光滑函数的整体逼近

♡

设 U ⊂ Rn 为一个有界开集,满足 ∂U 为 Lipschitz.若 f ∈ W 1,p(U), (1 ≤ p < ∞),

则存在函数列 {fk}k∈N ⊂ W 1,p(U) ∩ C∞(U)使得 fk → f in W 1,p(U).

证明 Step 1: 函数在小方体的平移. 对任意 x ∈ ∂U ,令 r > 0和 γ : Rn−1 → R为 Lipschitz

边界定义中的边长与映射,记 Q := Q(x, r)和 Q′ := Q(x, r/2).

先假设f 在 ∂Q′ ∩ U 的一个小邻域上为 0,则对任意 y ∈ U ∩Q′，ϵ > 0与 α > 0,令

yϵ := y+ ϵαen为 y沿着 en方向的一个平移. 易知当 ϵ充分小时，有B(yϵ, ϵ) ⊂ U ∩Q. 对

任意 y ∈ U ∩Q′,定义

fϵ(y) :=
1

ϵn

∫
U
η(z/ϵ)f(yϵ − z) dz (1.6)

=
1

ϵn

∫
B(yϵ,ϵ)

η

(
y − w

ϵ
+ αen

)
f(w) dw. (1.7)

易知 fϵ满足如下性质:

a. fϵ ∈ C∞(U ∩Q′);

b. fϵ → f in W 1,p(U ∩Q′).

进一步，由假设: f ≡ 0在 ∂Q′ ∩ U 的一个小邻域，知当 ϵ > 0充分小时，fϵ ≡ 0在

∂Q′ ∩ U 的一个小邻域成立.由此可知，此时 fϵ可零延拓至 U \Q′.

Step 2: 构造有限单位分解. 由 ∂U 为紧集，知在 Lipschitz边界的定义中，存在有限

（不妨设为 N）个方体 Q(xj , rj),j = 1, . . . , N，使得

∂U ⊂
N⋃
j=1

Q(xj , rj/2).

令 {ξj}j∈N为光滑函数列，满足对任意 j ∈ {1, . . . , n},

supp ξj ⊂ Q′
j , 0 ≤ ξj ≤ 1;

supp ξ0 ⊂ U , 0 ≤ ξ0 ≤ 1;
N∑
j=0

ξj = 1 on U .

对任意 j ∈ {1, . . . , N}, 令 f j := fξj . 对任意充分小 δ > 0, 构造形如(1.6) 的平移函数

gj := (f j)ϵj ∈ C∞(U)使得 supp gj ⊂ U ∩Qj∥∥gi − f i
∥∥
W 1,p(U∩Qj)

<
δ

2
.

对 j = 0,令 g0为局部逼近定理1.1中逼近函数满足 g0 ∈ W 1,p(U) ∩ C∞(U)使得

∥g0 − f0∥W 1,p(U) < δ/2.
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1.1 定义与基本性质

令 g :=
∑N

i=0 g
9 ∈ C∞(U),知

∥f − g∥W 1,p(U) ≤
∥∥f0 − g0

∥∥
W 1,p(U)

+
N∑
j=1

∥∥f j − gj
∥∥
W 1,p(U)

< δ.

定理 1.4.乘积与链式法则

♡

设 U ⊂ Rn为一个开集，1 ≤ p < ∞. 则如下性质成立.

(i) (乘法法则) 若 f, g ∈ W 1,p(U) ∩ L∞(U), 则 fg ∈ W 1,p(U) ∩ L∞(U) 且对任意

j ∈ {1, . . . , n},
∂(fg)

∂xj
=

∂f

∂xj
g + f

∂g

∂xj

依 Lebesgue测度 Ln-a.e.成立;

(ii) (链式法则) 若 f ∈ W 1,p(U)，F ∈ C1(R) 满足 F ′ ∈ L∞(R) 且 F (0) = 0. 则

F (f) ∈ W 1,p(U)且对任意 j ∈ {1, . . . , n},
∂F (f)

∂xj
= F ′(f)

∂f

∂xj
;

(iii) (正负部弱导数)若 f ∈ W 1,p(U),则 f+, f−, |f | ∈ W 1,p(U)且

Df+ =

Df, Ln − a.e. on {f > 0}

0, Ln − a.e. on {f ≤ 0},

Df− =

0, Ln − a.e. on {f ≥ 0}

Df, Ln − a.e. on {f < 0},

D|f | =


Df, Ln − a.e. on {f > 0}

0, Ln − a.e. on {f = 0}

−Df, Ln − a.e. on {f < 0}.

特别地, Df = 0在 {f = 0}上 Ln-a.e.成立.

证明 Step 1: (i)的证明. 取 φ ∈ C1
c (U),满足 suppφ ⊂ V ⊂⊂ U . 对任意 ϵ > 0充分小，

令

f ϵ := ηϵ ∗ f 和 gϵ := ηϵ ∗ g.

知 ∫
U
fg

∂φ

∂xj
dx =

∫
V
fg

∂φ

∂xj
dx

= lim
ϵ→0

∫
V
f ϵgϵ

∂φ

∂xj
dx

= − lim
ϵ→0

∫
V

[
∂f ϵ

∂xj
gϵ + f ϵ ∂g

ϵ

∂xj

]
φdx.
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1.1 定义与基本性质

由 f ϵ → f , gϵ → g in W 1,p
loc (U)，以及 f ϵ, gϵ ∈ L∞(U)，并应用控制收敛定理，知上式等于

−
∫
V

[
∂f

∂xj
g + f

∂g

∂xj

]
φdx.

由弱导数定义，这说明 fg ∈ W 1,p(U) ∩ L∞(U)且

∂(fg)

∂xj
=

∂f

∂xj
g + f

∂g

∂xj

依 Lebesgue测度 Ln-a.e.成立.

Step 2: (ii)的证明. 设F ∈ C1(R)满足F ′ ∈ L∞(R)且F (0) = 0. 易知 limϵ→0 F (f ϵ) =

F (f)点态 Ln-a.e. 成立. 进一步，类似于 Step2,取 φ, f ϵ 以及 V ,利用控制收敛定理知对

任意 j ∈ {1, . . . , n}, ∫
U
F (f)

∂φ

∂xj
dx =

∫
V
F (f)

∂φ

∂xj
dx

= lim
ϵ→0

∫
V
F (f ϵ)

∂φ

∂xj
dx

= − lim
ϵ→0

∫
V
F ′(f ϵ)

∂f ϵ

∂xj
φdx

= −
∫
V
F ′(f)

∂f ϵ

∂xj
φdx

= −
∫
U
F ′(f)

∂f ϵ

∂xj
φdx.

这说明 F (f) ∈ W 1,p(U)且 ∂F (f)
∂xj

= F ′(f) ∂f
∂xj

.

Step 3: (iii)和 (iv)的证明.对任意 ϵ > 0充分小,定义

Fϵ(r) :=


(
r2 + ϵ2

)1/2 − ϵ, r ≥ 0,

0, r < 0.

易知 Fϵ ∈ C1(R), limϵ→0 Fϵ(f) → f+ 点态收敛，且 F ′
ϵ(r) = 1

2

(
r2 + ϵ2

)−1/2
1{r≥0} ∈

L∞(R). 因此，应用 (ii)知，对任意 φ ∈ C1
c (U)有,∫

U
Fϵ(f)

∂φ

∂xj
dx = −

∫
U
F ′
ϵ(f)

∂f

∂xj
φdx.

令 ϵ → 0,得 ∫
U
f+ ∂φ

∂xj
dx = −

∫
U∩{f>0}

∂f

∂xj
φdx.

这说明 f+ ∈ W 1,p(U)且 ∂f+

∂xj
= ∂f

∂xj
1{f>0} Ln-a.e.意义下成立.

f−,|f |和 (iv)的情形类似，细节略去.

定理 1.5. Sobolev与 Lipscthiz函数

♡

设 U ⊂ Rn为一个开集，f : U → R为一个 U 上的函数. 则 f 在 U 内局部 Lipschitz

当且仅当 f ∈ W 1,∞
loc (U).

证明 Step1: Lipschitz到 Sobolev. 假设 f 在 U 内局部 Lipschitz,对任意 j ∈ {1, . . . , n}以
及

V ⊂⊂ W ⊂⊂ U,
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1.1 定义与基本性质

取 0 < h < dsit(V, ∂W )并对任意 x ∈ V ,定义

ghj (x) :=
f(x+ hej)− f(x)

h
.

知

sup
0<h<dsit(V,∂W ),x∈V

∣∣∣ghj (x)∣∣∣ ≤ Lip (f |W ) < ∞.

从而对任意 p ∈ (1,∞),有

sup
0<h<dsit(V,∂W )

∥∥∥∣∣∣ghj ∣∣∣∥∥∥
Lp(V )

< ∞.

根据 Lp(V )的弱紧性知，存在子序列 {hk}k∈N以及 gj ∈ L∞
loc(U),满足 limk→∞ hk = 0以

及

ghk
j ⇀ gj

在 Lp(V )中弱收敛. 因此，对任意 φ ∈ C1
c (V )以及 j ∈ {1, . . . , n},有∫

U
f(x)

φ(x+ hkej)− φ(x)

hk
dx = −

∫
U
ghk
j φ(x+ hkej) dx.

令 k → ∞，得 ∫
U
f(x)

∂φ(x)

∂xj
dx = −

∫
U
gjφ(x) dx.

这说明 gj 为 f 关于 xj 的弱导数,从而 f ∈ W 1,∞
loc (U).

Step 2: Sobolev 到 Lipschitz. 设 f ∈ W 1,∞
loc (U). 令 B ⊂⊂ U 为 U 中任意闭球，取

ϵ0 > 0充分小，知

sup
0<ϵ<ϵ0

∥Df ϵ∥L∞(B) < ∞.

又由于 f ϵ ∈ C∞(B),知对任意 x, y ∈ B,

f ϵ(x)− f ϵ(y) =

∫ 1

0
Df ϵ (y + t(x− y)) dt(x− y).

从而 |f ϵ(x)− f ϵ(y)| ≲ |x− y|. 令 ϵ → 0,得 f 为局部 Lipschitz.
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1.2 Sobolev函数的迹与延拓

1.2 Sobolev函数的迹与延拓

定理 1.6.迹定理

♡

设 U ⊂ Rn为一个有界开集，其边界 ∂U 为 Lipschitz光滑，且 1 ≤ p < ∞. 则如下

结论成立.

(i) 存在有界线性算子 T : W 1,p(U) → Lp(∂U,Hn−1)使得对任意 f ∈ W 1,p(U)∩
C1(U)，有 Tf = f on ∂U；

(ii) 对任意 φ ∈ C1(Rn;Rn)与 f ∈ W 1,p(U),有∫
U
fdivφdx = −

∫
U
Df · φdx+

∫
∂U

(φ · ν)Tf dHn−1,

其中 ν 为 ∂U 上的单位外法向量.

定义 1.6. Sobolev函数的迹

♣给定 f ∈ W 1,p(U)，上述定理中的函数 Tf 称为函数 f 在 ∂U 上的迹.

证明 [迹定理的证明]

Step 1: 外法向量估计. 假设f ∈ C1(U). 由 ∂U 为 Lipschitz，知对任意 x ∈ U ,存在

r > 0以及 Lipschitz函数 γ : Rn−1 → R满足在相差旋转和坐标重排下,

U ∩Q(x, r) = {y : γ(y1, . . . , yn−1) < yn} ∩Q(x, r).

进一步,假设f ≡ 0 on U \Q,设 ν 为定义在 Q ∩ ∂U 上的单位外法向量,知

ν =

(
∇y′γ(y

′),−1
)√

1 + |∇y′γ(y′)|2
,

其中 y′ := (y1, . . . , yn−1). 从而由 γ 为 Lipschitz函数,知

−en · ν =
1√

1 + |∇y′γ(y′)|2
≥ 1√

1 + (Lip(γ))2
> c0 (1.8)

在 Q ∩ ∂U 上依Hn−1-a.e.成立,其中 c0 > 0为一个正常数.

Step 2: f ∈ C1(U)且 f ≡ 0 on U \Q.
固定 ϵ > 0,对任意 t ∈ R,令

βϵ(t) :=
(
t2 + ϵ2

)1/2 − ϵ.

易知 βϵ(t)随着 ϵ → 0单调递增趋于 |t|. 进一步,由于 β′
ϵ(t) = t(t2 + ϵ2)−1/2,知 |β′

ϵ| < 1.

回顾 Gauss-Green公式. 即对任意有界集合 E ⊂ Rn,以及 φ ∈ C1
c (Rn;Rn)有∫

E
divφdx =

∫
∂E

φ · νE dHn−1. (1.9)

9



1.2 Sobolev函数的迹与延拓

利用(1.9),并根据 f ≡ 0 on U \Q,可得∫
∂U

βϵ(f) dHn−1 =

∫
∂U∩Q

βϵ(f) dHn−1

≤ C

∫
∂U∩Q

βϵ(f)(−en · ν) dHn−1

= −C

∫
U∩Q

∂

∂yn
(βϵ(f)) dy

= −C

∫
U∩Q

β′
ϵ(f)

∂f

∂yn
dy.

由此可知 ∫
∂U

βϵ(f) dHn−1 ≤ C

∫
U∩Q

∣∣β′
ϵ(f)

∣∣ |D(f)| dy ≤ C

∫
U
|D(f)| dy.

进一步,令 ϵ → 0,得 ∫
∂U

|f | dHn−1 ≤ C

∫
U
|D(f)| dy.

Step 2: f ∈ C1(U). 此时将 ∂U 用有限个在 Lipschitz边界中定义的方体覆盖,并使用

单位分解,得

f =
N∑
i=1

f i =
N∑
i=1

fξi,

其中每一个 f i满足 Step 2中条件.因此,应用 Step 2中结论,并利用 Gauss-Green定理得∫
∂U

|f | dHn−1 =
N∑
i=1

∫
∂U

|f i| dHn−1

=

N∑
i=1

∫
(∂U∩Qi)∪(U∩∂Qi)

|f i| dHn−1

= C
N∑
i=1

∫
(∂U∩Qi)∪(U∩∂Qi)

(0, . . . , 0,−|f i|) · ν dHn−1

= C
N∑
i=1

∫
U∩Qi

[
−∂|f i|

∂xi
ξi −

∂ξi
∂xi

|f |
]
dy

= C

N∑
i=1

∫
U∩Qi

[|Df |+ |f |] dy.

类似地,对任意 1 < p < ∞,用 |f |p代替 |f |并重复上面讨论,可得∫
∂U

|f |pHn−1 ≤ C

∫
U
[|Df |p + |f |p] dy.

Step 4: f ∈ W 1,p(U). 此时根据整体逼近定理,取 {fj}j∈N ⊂ W 1,p(U) ∩ C1(U),定义

迹算子为

T (f) := lim
j→∞

fj |∂U .

由 Step 3中结果,知 T 可延拓为从W 1,p(U)到 Lp(∂U,Hn−1)有界的线性算子.

10



1.2 Sobolev函数的迹与延拓

定理 1.7.延拓定理

♡

设 U ⊂ Rn 为一个有界开集,其边界 ∂U 为 Lipschitz光滑,且 1 < p < ∞,且存在开

集 V 满足 U ⊂⊂ V . 则存在一个有界线性算子 E : W 1,p(U) → W 1,p(Rn)使得对任

意 f ∈ W 1,p(U),有

(i) suppEf ⊂ V ;

(ii) Ef = f on U .

定义 1.7. Sobolev函数的延拓

♣给定 f ∈ W 1,p(U),上述定理中的函数 Ef 称为函数 f 的延拓.

证明 [延拓定理的证明] Step 1: 构造圆柱体. 给定 x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,记 x = (x′, xn),

其中 x′ = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1, xn ∈ R. 对任意 r, h > 0,定义开圆柱体 C(x, r, h)如下

C(x, r, h) :=
{
y ∈ Rn : |y′ − x′| < r, |yn − xn| < h

}
.

图 1.1: 开圆柱体

由于 ∂U 为 Lipschitz, 知对任意 x ∈ ∂U , 存在 r, h > 0 以及一个 Lipschitz 函数

γ : Rn−1 → R使得

max
|x′−y′|<r

|γ(y′)− xn| < h/4;

U ∩ C(x, r, h) = {y : |x′ − y′| < r, γ(y′) < yn < xn + h};

C(x, r, h) ⊂ V .

令 C := (x, r, h), C ′ := C(x, r/2, h/2), U+ := C ′ ∩ U , U− := C ′ \ U . 如下图.

Step 2: 局部对称延拓.设 f ∈ C1(U),满足 supp f ⊂ C ′ ∩ U . 定义如下两个函数f+(y) := f(y) if y ∈ U
+
;

f−(y) := f(y′, 2γ(y′)− yn) if y ∈ U
−
.

易知 f+ = f− on ∂U ∩ C ′. 进一步, f− ∈ W 1,p(U−)且

∥f−∥W 1,p(U−) ≤ C∥f∥W 1,p(U). (1.10)

事实上,设 φ ∈ C1
c (U

−),取 {γk}∞k=1为一列 C∞函数列,满足

γk ≥ γ;

γk → γ 一致收敛;

Dγk → Dγ 依测度 Ln-a.e.收敛;
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1.2 Sobolev函数的迹与延拓

图 1.2: U+ 与 U−

sup
k∈N

∥Dγk∥L∞ < ∞.

则对任意 i ∈ {1, . . . , n− 1},有∫
U−

f− ∂φ

∂yi
dy =

∫
U−

f(y′, 2γ(y′)− yn)
∂φ

∂yi
dy

= lim
k→∞

∫
U−

f(y′, 2γk(y
′)− yn)

∂φ

∂yi
dy

= − lim
k→∞

∫
U−

[
∂f

∂yi
(y′, 2γk(y

′)− yn) + 2
∂f

∂yn
(y′, 2γk(y

′)− yn)
∂γk
∂yi

(y′)

]
φdy

= −
∫
U−

[
∂f

∂yi
(y′, 2γ(y′)− yn) + 2

∂f

∂yn
(y′, 2γ(y′)− yn)

∂γ

∂yi
(y′)

]
φdy.

类似地,有 ∫
U−

f− ∂φ

∂yi
dy =

∫
U−

∂f

∂yn
(y′, 2γ(y′)− yn)φdy.

利用 ∥Dγ∥L∞ < ∞,得∫
U−

∣∣Df(y′, 2γ(y′)− yn)
∣∣p dy ≤ C

∫
U
|Df |p dy.

Step 3: 局部延拓算子. 定义延拓算子如下.

Ef := f :=


f+, x ∈ U

+
,

f−, x ∈ U
−
,

0, x ∈ Rn \ (U+ ∪ U
−
).

易知 f 在 Rn上连续,且满足如下性质.
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1.2 Sobolev函数的迹与延拓

(a) E(f) ∈ W 1,p(Rn)且 ∥E(f)∥W 1,p(Rn) ≤ C∥f∥W 1,p(U);

(b) supp (Ef) ⊂ C ′ ⊂ V .

事实上, 根据由 U
+ ∪ U

−
= C ′, 易知 (b) 成立. 为证 (a), 设 φ ∈ C1

c (C
′), 对任意

i ∈ {1, . . . , n},应用迹定理,以及 T (f+) = T (f−) on ∂U ,知∫
C′

f
∂φ

∂yi
dy =

∫
U+

f+ ∂φ

∂yi
dy +

∫
U−

f− ∂φ

∂yi
dy

= −
∫
U+

∂

∂yi
f+φdy −

∫
U−

∂

∂yi
f−φdy +

∫
∂U

[
T (f+)− T (f−)

]
φνi dHn−1

= −
∫
U+

∂

∂yi
f+φdy −

∫
U−

∂

∂yi
f−φdy.

由此可得

∂

∂yi
f =

∂

∂yi
f+1U+ +

∂

∂yi
f−1U− .

因此,根据 Step 2中结论,知 E(f) ∈ W 1,p(Rn)且 ∥E(f)∥W 1,p(Rn) ≤ C∥f∥W 1,p(U).这说明

(a)成立.

Step 4: 一般的情形. 假设 f ∈ C1(U)且 supp f 不一定包含于 C ′ ∩ U . 此时由于 ∂U

紧,知 ∂U 可被有限个开圆柱体 Ck := C(xk, rk, hk)覆盖,(k ∈ {1, . . . , N}). 令 {ξk}Nk=1 为

相关于圆柱体的单位分解,对任意 ξkf ,类似于 Step 3中操作,定义延拓算子 E(ξkf),则利

用 Step 3中结论,定义一般的延拓算子

E(f) :=

N∑
k=1

E(ξkf) + ξ0f.

知 E(f) ∈ W 1,p(Rn)满足 ∥Ef∥W 1,p(Rn) ≤ C∥f∥W 1,p(U).

对一般的 f ∈ W 1,p(U), 则取 {fk}k∈N ⊂ W 1,p(U) ∩ C1(U)满足 fk → f in W 1,p(U),

并定义延拓算子

E(f) := lim
k→∞

E(fk).

利用稠密性讨论,知 Ef 即为所求延拓算子.
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